ETH Ziirich Basispriifung, Gruppe X 25.08.2021
D-MAVT und D-MATL Lineare Algebra /11 Prof. N. Hungerbiihler

Die Single Choice Aufgaben 1-20 bieten vier Aussagen an, von denen jeweils genau eine
richtig ist. Fir jede korrekte Antwort erhalten Sie 1 Punkt, fiir jede inkorrekte oder nicht gegebene
Antwort erhalten Sie 0 Punkte. Insbesondere lohnt es sich zu raten!

1. Was ist die Determinante der folgenden reellen Matrix?

0 1 40 O
-1 0 3 0 O
0 0 2 0 O
0 001 -1
0 001 4

(a) 10

(b) 4

(¢c) —10

(d) 8

2. Sei
U:= {($17$2,$3)T eR’ | £1 + xo = ax3 und z1 + x9 = x3}
und

V :=span {(2,1,3)",(1,-1,0)"}.
Fiir welches a € R gilt U = V7?7

(a) a=1

(b) a=0

(¢) a=-1

(d) Es gibt kein solches a.

3. Welche der folgenden Teilmengen ist kein Untervektorraum?
(a) R3CR3
(b) {(z1,22,23)" € R | |21] + |z2| = |23]}

(c) {p € P, | p(1) =0 und p(1100) = 0} C Ps, wobei P, fiir n € N der Vektorraum der
Polynome mit Grad < n ist.

(d) {AeCmn| AT = A} fiir n € N.
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4. Fiir welche dieser Matrizen A ist A% die Nullmatrix?

03 )

0 0 0
(by A= 1 0 0
-7 1 0
1 00
(c) A=10 1 0
0 1
1 00
(d A=10 0 O
0 00

5. Sei A € R3*3 eine Matrix. Welche der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen falsch?
(a) Wenn v ein Eigenvektor von A? ist, dann ist v auch ein Eigenvektor von A.

(b) Wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, dann ist v ein Eigenvektor von
A3 zum Eigenwert \3.

(c) Falls A invertierbar ist gilt det(A73) = m.

(d) Wenn B € R3*3 shnlich zu A ist, dann ist B? dhnlich zu A3.

11 3 15
A‘(o334)

6. Sei

Was ist dim ker(A)?
(a) O
(b)
()
(d)

—_

[\

4
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1 0 0
B = 11,{1],(0
0 0 1

eine Basis von R3. Welche Basis C von R? ergibt sich aus B durch Anwendung des Gram-
Schmidt-Verfahrens beziiglich des Standardskalarprodukts?

(a)

(L }
V2 \o
(b)
1
C= 0
0
()
1
1
C=|—411
(d)
1 -1 0
C= 1 11,10
0 0 1
1 0 2
8. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor der Matrix {2 0 07
0 -1 1
(a) (1,-2,-1)7
(b) (0,0,0)"
(c) (1,2,1)7
(d) Keiner der obigen Vektoren
3 20
9. Was sind Eigenwerte der Matrix [ 3 2 07
2 35
(a) 0,5,5
(b) 0,0,5
(c) 2,3,5
(d) -
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1 -1 2
10. Was ist eine Basis von im ( 3 -2 3 ) ?
1

NI
S (6-6)6)
() GE)

2 3 2 4 2
11. Was ist eine Basis von ker [ 2 5 4 1 6 |7
o -1 -1 -1 -2

1 1
—2 0
(a) 2 1,] -2
0 0
0 1
2

~ NN N
N O = O =

O o Ot N
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12. Sei A € R*™ mit dimker(A) = 2 und

1 -1 0
im(A) = span (1) , i , g
0 0 0

Was ist n € Z7?

a

3
| |

(
(b
(c

(d) Die Angaben reichen nicht aus um n eindeutig zu bestimmen.

S
| |

S
| |

)
)
)
)

13. Sei A = (a;;) € R™*™ eine Matrix die N Einsen und sonst nur Nullen enthélt. Welche der
folgenden Aussagen ist falsch?

(a) Wenn N < n, dann ist A nicht invertierbar.

(b) Wenn n = N und A invertierbar ist, dann ist A orthogonal.

(¢) Wenn N > n, kann es sein, dass A orthogonal ist.

(d) Wenn A orthogonal ist, dann gibt es ein k € Z mit k > 0, so dass A* die Einheitsmatrix
ist.

14. Sei U := {A = (a;j) € R34 | Z?Zl Z?Zl a;; = 0}. Welche der folgenden Aussagen ist
wahr?

(a) dim(U) =11

(b) dim(U) = 10

(¢) dim(U) =1

(d) U ist kein Vektorraum.

15. Seien

— =
o Q@ O
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16. Sei A := 9 1 und sei g4(z) := x* Az fir x € R* die zu A zugehérige quadratische Form.

Sei X := {x € R?|ga(x) = 1}. Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

a) X ist ein eine Hyperbel.

(a)

(b) X ist eine Ellipse.

(c) X ist die leere Menge.
)

(d) X ist ein sich schneidendes Geradenpaar.

17. Sei
-1 -1

1 3
A= 1 1
1 3

Welches der folgenden Paare (Q, R) ist eine () R-Zerlegung von A?
(a)

-1 1 v2 0 2 4
111 1 0 V2 0 2
@=35111 -v3a o wd - E=1,
1 1 0 —v2 00
(b)
1 -1 v2 0 2 4
111 1 0 V2 0 2
Q=511 1 _vz o und - R=
1 1 0 -2 0 0
(c)
-1 v2 1 0 2 4
1| 1 0 1 2 00
=511 31 o und  R=14
1 0 1 —/2 00
(d)
-1100 2 4
111 100 0 2
Q=51_1100 und - R=1,4
1 100 00
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18. Sei P3 der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3. Auf Ps sei das Skalarprodukt

1
(p,q>==j/ p(x) - q(x) dz

-1

gegeben. Wiihlen Sie eine Orthonormalbasis fiir den Vektorraum span{z, z2}.
@ {y/ 1"}
(b) {z,2?}

(©) {32, @ -2}

2 -1 0 0
. -1 2 0 0 .
19. Sei A = s 4 —2 4 | Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
1 6 4 =2
(a) A hat einen Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit > 1.
(b) A ist halbeinfach.

)
)

(c) A hat nur reelle Eigenwerte.
)

(d) Es gibt keine ganze Zahl k > 1, so dass A* = 0.
20. Fiir welches a € R hat das folgende lineare Gleichungssystem unendlich viele Losungen?

x| + +21U3 =35
—2x9 + 19 + 313 = —1
ar] + 9+ 7x3=9

(a) a=0.
(b) a=1
(c) a= -2
(d) a=2



ETH Ziirich Basispriifung, Gruppe X 25.08.2021
D-MAVT und D-MATL Lineare Algebra /11 Prof. N. Hungerbiihler

21.

22.

Die Handaufgaben 21 bis 23 sollen mit einem sauberen Lésungsweg dokumentiert werden.
Diese drei Aufgaben ergeben bei korrekter Losung je 10 Punkte.

(10 Punkte)

(a) (2 Punkte) Gegeben sei das folgende iiberbestimmte lineare Gleichungssystem:

—x1 +x9 =1
—23}1 =2
r1t+x0=3

Stellen Sie fiir die gegebenen Gleichungen die Normalgleichungen auf.
(b) (2 Punkt) Bestimmen Sie die Norm des Residuenvektors ||r| fiir die Ndherungslosung
z= (-3 2)T des Gleichungssystems in (a)
3 y :
(¢) (4 Punkte) Sei

-1 2
A=1[-1 3
-1 1

Betrachten Sie die Normalgleichungen (unabhéngig von denen in (a))

3 —6 I AT
(o 10) () =

und lsen Sie diese fiir ¢ = (1,1,1)7 und ¢ = (—6,12,0)7 und ¢ = (0,2,4)7.

(d) (2 Punkte) Geben Sie eine Moglichkeit fiir ¢ € R3 mit ¢ # (0,0,0)7 an, so dass das
Gleichungssystem Ax = ¢ mindestens eine exakte Losung hat. Wieviele exakte Losungen
x hat Ax = c fiir dieses ¢? Begriinden Sie ihre Antworten.

(10 Punkte) Sei V := span{l,e”, e *} der Untervektorraum von {f: R — R | f stetig}
mit der Basis B := (1,e%,e~"). Hierbei ist 1 € B die konstante Funktion mit Wert 1 € R.

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix A der linearen Abbildung
F:v-=v

fir die gilt
1 - -1
cosh(z) + sinh(z)—1
sinh(z) + cosh(z)
in der Basis B.

—x x

(b) (2 Punkte) Sei C = (1, ete %) eine weitere Basis von V. Bestimmen Sie die

Ubergangsmatrix 7' von B zu C.
(¢) (2 Punkte) Sei

0 1 2
B=|1 -1 2
0 0 1

die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung G: V — V in der Basis B. Berech-
nen Sie die Darstellungsmatrix C' von G beziiglich der Basen B und C, d.h. es gilt
[G(2)]c = Clz]p.

Hinweis: Wenn Sie sich nicht sicher sind, ob Sie in Teil (b) die Ubergangsmatrix korrekt
berechnet haben, konnen Sie ohne Punktabzug annehmen, dass sie durch

1 -1 0
T=11 1 0
0 0 2

gegeben ist.
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(d) (4 Punkte) Sei H := G~! die inverse Abbildung von G. Berechnen Sie die Darstel-
lungsmatrix D von H in der Basis B und die Funktionswerte H(1) und H(e”) und
H(e™™).

23. (10 Punkte)

(a) (5 Punkte) Sei

0 0 1
A=12 -1 2
-1 0 O

Bestimmen Sie die komplexen (und reellen) Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume
von A.

(b) (3 Punkte) Die Matrix

-2 6 6
B=10 0 2
0 -2 0
hat die Eigenwerte Ay = —2 und Ay = 2¢ und A3 = —2¢ mit den zugehoérigen Ei-

genraumen

E_5 =span{(1,0,0)7} c C3,
Eo; = span{(3,1,i)T} c C3,
E_o; = span{(3,1,—i)T} c C3.
Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung des linearen Differentialgleichungssystems
y' = By.
(c) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Losung von y' = By fiir die gilt y(0) = (1 1 1)T.



